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Wstep

W 1965 roku R.J. Aumann w pracy [5] zaproponowal definicje catki z odwzorowania
wielowartosciowego F', bazujac na teorii calki Lebesgue’a. Definicja wprowadzona
przez niego okreslata te catke jako zbiér jednowartosciowych catek z selektorow
odwzorowania F. Badaniem jej whasnosci zajmowali sie m.in. G. Debreu [11], C.
Castaing [8], F.S. De Blasi i A. Lasota [12], R. Datko [10], Z. Artstein [2], A.
Fryszkowski [14, 15], M. Kisielewicz [24].

Naturalnym problemem wydaje sie wiec uogoélnienie idei R.J. Aumanna na
przypadek wielowarto$ciowych catek stochastycznych. W rozprawie badane sa dwa
typy wielowartosciowych catek stochastycznych. Pierwszy z nich jest rozszerzeniem
idei zaproponowanej przez K. It6 w 1944 roku, ([19, 20]), drugi natomiast dotyczy
calki stochastycznej wprowadzonej przez R.L. Stratonowicza w 1964 roku, ([36]).
Dotychczas rozwazano gtownie wielowartosciowe catki stochastyczne typu It6 wzgle-
dem procesu Wienera (B. Boscan [7], B.D. Gelman i J.S. Gliklikh [16], M. Kisie-
lewicz [22]) i procesu Poissona (M. Kisielewicz [23]). Wlasnosci selekcyjne wielo-
wartosciowej catki typu It6 wzgledem semimartyngalu mozna znalezé w pracy J.
Motyla, [30]. W pracy M. Michty, [27], rozpatrywano wielowartosciowe calki sto-
chastyczne typu 1t6 z jednowartosciowego procesu wzgledem wielowarto$ciowego
semimartyngatu.

Wielowartosciowa catka stochastyczna typu Stratonowicza byta dotychczas roz-
wazana w pracach A. Géralezyk, M. Michty i J. Motyla, [17, 28]. Pierwsza z nich
dotyczyta catki wzgledem procesu Wienera, natomiast druga catki wzgledem semi-

martyngatu.
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Przedmiotem badan zawartych w rozprawie sg wtasnosci wielowartosciowych

catek stochastycznych typu Ito i Stratonowicza wzgledem semimartyngatu.
Rozprawa sktada sie z czterech rozdziatow.

W rozdziale pierwszym zawarto podstawowe definicje i wtasnosci wykorzystane
w dalszej czesci rozprawy.

W rozdziale drugim omoéwiona zostata wielowartosciowa calka stochastyczna
typu Ito i jej whasnosci oraz wtasnosci zbioru selektoréw catkowalnych w sensie
[t6 wzgledem semimartyngatu. Stanowia one uogdélnienie znanych dotad twierdzen
dotyczacych wtasnosci wielowartosciowej catki typu [to wzgledem procesu Wienera
i procesu Poissona uzyskanych przez M. Kisielewicza w pracach [22; 23]. Wyniki
prezentowane w tym rozdziale dotycza wtasnosci zbioru selektoréw catkowalnych
wzgledem semimartyngatu i ich zwigzku z wtasnosciami caltki wielowarto$ciowe;j.
Zasadniczymi rezultatami sa twierdzenia o przechodzeniu z funkcjg ”distans” i
odlegtoscig Hausdorffa pod znak catki dla rozwazanej wielowartosciowej catki sto-
chastycznej typu It6. Wyniki zamieszczone w tym rozdziale zostaty opublikowane
w pracy [31].

W rozdziale trzecim badana jest wielowartosciowa catka stochastyczna typu
Stratonowicza. Jedynymi znanymi mi wynikami dotyczacymi takiej catki sa prace
[17, 28]. Autorzy rozwazali w nich wielowartosciowe caltki wzgledem procesu Wie-
nera oraz wzgledem semimartyngatu. Caltka prezentowana w rozprawie jest zde-
finiowana w inny sposéb niz we wspomnianych wyzej pracach. Do jej definicji
wykorzystano idee konstrukeji catek forward i backward zapropowanych przez F.
Russo i P. Vallois w pracach [34, 35] oraz wraz z M. Errami w pracy [13]. Naj-
wazniejszym wynikiem tego rozdziatu jest twierdzenie aproksymacyjne dla wielo-
wartosciowej calki stochastycznej typu Stratonowicza wzgledem semimartyngatu.

Wyniki przedstawione w tym rozdziale stanowia tres¢ pracy [32].

W rozdziale czwartym zastosowano niektoére z otrzymanych wynikéw do teorii

inkluzji stochastycznych.

Przedmiotem badan oméwionych w tym rozdziale jest zbiér rozwigzan inkluzji
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stochastycznych typu Ito. W prezentowanych twierdzeniach pokazano wtasnosci
tego zbioru dla inkluzji typu It6 wzgledem semimartyngatu. Stanowia one uogdélnie-
nie wynikéw M. Kisielewicza, ktory w pracy [22] badal wtasnosci zbioru rozwiazan
inkluzji stochastycznej typu 1to wzgledem procesu Wienera i Poissona.

W drugiej czesci tego rozdziatu udowodnione zostato twierdzenie selekcyjne dla
wielowartosciowej catki stochastycznej typu Stratonowicza.

Jest ono stochastycznym odpowiednikiem wtasnosci catki Aumanna, znanej
jako Lemat o Reprezentacji Catkowej, ([3] Lemat 2.1.1). Twierdzenie selekcyjne
tego typu zostato po raz pierwszy udowodnione przez A. Fryszkowskiego w pracy
[15], gdzie przedmiotem badan byta catka Aumanna z multifunkcji dekomponowal-
nej. M. Kisielewicz w pracy [23] rozwazal podobny problem selekcyjny dla wie-
lowarto$ciowej catki typu Ito wzgledem procesu Wienera i Poissona, a J. Motyl,
([30]), dla cafki typu It6 wzgledem semimartyngatu.

Twierdzenie to stanowi pierwszy krok w kierunku badan zbioru rozwigzan
inkluzji stochastycznych typu Stratonowicza. Dzigki niemu otrzymujemy réwno-
waznos¢ dwoch podejéé do definicji mocnych rozwigzan inkluzji stochastycznej typu
Stratonowicza.

Tezy zamieszczone w tym rozdziale nie byty dotad publikowane.
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Rozdziat 1

Zalozenia 1 podstawowe definicje

W rozdziale tym przedstawione zostana podstawowe oznaczenia, zalozenia, definicje

i wlasnosci wykorzystywane w dalszej czesci rozprawy.

W calej rozprawie zastosowano nastepujace oznaczenia:
f, g, h — funkcje oraz procesy jednowartos$ciowe,
F, G — multifunkcje oraz procesy wielowartosciowe,
M — jednowymiarowy martyngat,
Z — jednowymiarowy semimartyngat,
A — jednowymiarowy proces o wahaniu ograniczonym.

Normy uzyte w rozprawie sg oznaczone w zaleznosci od przestrzeni, na ktorej
sa okreslone, np.: || - ||z, || - |2, itp. Wyjatek stanowi norma, (euklidesowa), w
przestrzeni R” oznaczana symbolem | - |.
Odlegtos¢ Hausdorffa ” H” oraz funkcja distans ”dist” maja rowniez indeksy zalezne
od rodzaju przestrzeni, na ktorej sa okreslone: Hyz, Hyp2, H oraz dist;z2, distye, dist
oznaczaja funkcje okreélone odpowiednio na przestrzeni L?, H? oraz R™.

W rozprawie zastosowano numeracje obejmujaca przedstawione definicje, twier-
dzenia, lematy oraz uwagi w zaleznosci od kolejnosci wystepowania w rozdziatach.
Numeracja sktada sie z dwoch czesdci: a.b, gdzie a oznacza numer rozdziatu, nato-

miast b oznacza kolejny numer definicji, twierdzenia, lematu, badz uwagi.



Wzory numerowane sg w podobny sposob.

Symbolem I bedziemy oznaczaé przedzial domkniety [0, 7] w R, .

Przez 15 oznaczamy funkcje charakterystyczng zbioru B: Ip(t) = 1 dlat € B oraz
Ip(t)=0dlat ¢ B.

Niech (€2, F,F, P) bedzie zupelna przestrzenia probabilistyczna, gdzie F =
(Fi)ier oznacza filtracje spelniajaca nastepujace warunki:

(i) Fo zawiera wszystkie zbiory miary P-zero z o-algebry F,
(ii) dla dowolnych t € I, F; = (,~; Fu-

Zmienna losowa « : Q — [0,7] jest F—czasem zatrzymania, jezeli zdarzenie
{a <t} nalezy do o-algebry F; dla kazdego t € I.

Procesem stochastycznym x = (z;)c; na przestrzeni (Q, F, P) jest rodzina n-
wymiarowych zmiennych losowych z; : 2 — R" dlat € I.

Proces x jest F-adaptowalnym procesem, jezeli dla dowolnych ¢ € I zmienna
losowa x; jest F;-mierzalna.

Przy ustalonym w € Q, funkcje z4(w) = z(t,w), odwzorowujaca przedzial I w
R", nazywamy trajektoria procesu x.

Proces x jest procesem cadlag, jezeli ma prawie wszystkie trajektorie pra-
wostronnie ciagle z lewostronnymi granicami. Proces z jest procesem caglad, jezeli
ma prawie wszystkie trajektorie lewostronnie ciggte z prawostronnymi granicami.

Niech A oznacza miare Lebesgue’a na I. P(FF) oznacza najmniejsza o-algebre
na I x €2, ze wzgledu na ktérg kazdy F-adaptowalny proces caglad jest mierzalny
wzgledem miary produktowej A ® P. o-algebra P(F) jest generowana przez klase
podzbiorow z I x € postaci {0} x By oraz (s,t] x B, gdzie By € Fy oraz B € F;
dla dowolnych s,t € I, s < t.

Proces z jest F—przewidywalnym procesem, jezeli x jest P(F)-mierzalny. Rodzina
wszystkich proceséw tego typu jest oznaczana symbolem P.
Dla zmiennej losowej z, symbolem FE(x) = Fz bedziemy oznaczaé wartosé

oczekiwang zmiennej x.

Dla pod- o-algebry G C F oraz zmiennej losowej z, E(x|G) oznaczaé¢ bedzie
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warukowg wartos¢ oczekiwana zmiennej  wzgledem G.

Symbolem L? = L*(Q, F, P;R") oznaczamy przestrzenn F-mierzalnych funkcji
z . Q0 — R™ takich, ze E(|z|?) < oco. Przestrzen te rozwazamy z norma ||z||zz =
(E(jz[*)".

F-adaptowalny proces M o wartosciach rzeczywistych nazywamy F—martynga-
tem, jezeli
(i) E(|M,;]) < oo, dla dowolnego t € I,

(i) jezeli s < t, to E(M;|Fs) = M, prawie na pewno.

Poniewaz wszystkie F—martyngaty maja prawostronnie ciggte modyfikacje, be-
dziemy zawsze zakladac¢, ze rozpatrujemy ich prawostronnie ciggly wersje. Za-
uwazmy, ze prawostronnie ciggly F-martyngal jest procesem cadlag, (Wniosek 1 z
Twierdzenia 1.2.9 z [33]).

Proces M nazywamy jednostajnie catkowalnym F-martyngatem, jezeli M jest
F-martyngatem oraz zachodzi warunek lim,, . sup,c; |, (1M, >0} | M|dP = 0.

Proces M nazywamy F-martyngatem catkowalnym z kwadratem, jezeli M jest
F-martyngatem oraz zachodzi warunek sup,.; E(M?) < oo.

Dla F-przewidywalnego procesu g oraz F-martyngatu M, symbolem [ gdM =
[ g-dM,; = ( fot g-dM, )e;r oznaczamy proces bedacy catka stochastyczna typu [t
z procesu g wzgledem F-martyngalu M, (jego definicja i wlasnosci sa omoéwione
miedzy innymi w ksiazce [33]).

Symbolem M? oznaczamy przestrzeni F-martyngaléw catkowalnych z kwadra-
tem M takich, ze My = 0 prawie na pewno. Przestrzen M? bedziemy rozwazac
wraz z norma || M ||,z = (EM%)%, gdzie My = fOT dM.. Pot6zmy takze (M, N) =
E(Mry - Ny) dla M, N € M?. Wtedy M? jest przestrzenia Hilberta, ([33]).

Niech M € M?. Miare py, na P(F), zwang miara Doléans-Dade, stowarzyszona
z F—martyngaltem M definiujemy w nastepujacy sposob:

Niech (s,t] x B bedzie "prostokatem” w I x €, gdzie B C ) jest F-mierzalnym

zbiorem oraz s < t. Definiujemy funkcje zbioru Ay, nastepujaco

M ((s,t] x B) = E(Tg(M; — M,)?)
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i rozszerzamy te funkcje do jednoznacznej o-skonczonej miary uy na P(F), ([9]
Rozdzial 2.4).

Symbolem M? bedziemy oznaczaé przestrzen n-wymiarowych F-martyngatow
catkowalnych z kwadratem M = (M*, ..., M™) takich, ze dlai =1,...,n, M’ €

M?2. Przestrzen te bedziemy rozwazaé¢ z norma

1M gz = (325 M 1302) 12

Proces M_ = (limg; M;)ter oznacza wersje caglad procesu M.

Dla danego procesu M € M? niech L3, = {f € P : E(/ |f.[?d[M, M],) <
oo}, gdzie [M, M| jest procesem wariancji kwadratowej postaci [M, M] = M? —
2 [ M_dM oraz My_ = 0. Przestrzen L3, bedziemy rozwazaé wraz z norma 1 fllzz, =
(frva | f-2djuar) 2. Dla danych proceséw M € M2 i f € L2, zachodzi wlasnosé
izometrii, ([9] Rozdzial 2.2)

||/OTdeMT||i4% =E/0T|f7|2d[M, M), :/

FolPdpas = 1£12 . (L)
IxQ
Definicja 1.1 ([33]) Ciag proceséw {z"},>1 zbiega do procesu z jednostajnie na
zbiorach zwartych wedtug prawdopodobienstwa (w skrocie 'ucp’), jezeli dla dowol-

nych t € I, supgc,<; |77 — x| zbiega do 0 wedtug prawdopodobienstwa.

Dla procesu x oraz F—czasu zatrzymania o symbolem z® oznaczamy proces
postaci o7 = Tipa = Tillficay + Tolly>ay, dlat € 1.

Lokalnym F-martyngalem M na przestrzeni (2, F,F, P) nazywamy F-adapto-
walny proces cadlag, dla ktorego istnieje taki cigg rosnacych F—czaséw zatrzymania
{an }n>1, lim, o o, = T prawie na pewno, ze dla dowolnego n proces Minq,, Tia, >0y
jest jednostajnie catkowalnym F-martyngatem.

F-adaptowalny proces cadlag A nazywamy FV-procesem, jezeli ma prawie
wszystkie trajektorie o wahaniu ograniczonym na zbiorach zwartych.

F-adaptowalny proces cadlag Z o wartodciach rzeczywistych jest F-semimar-
tyngatem, jezeli mozna go przedstawi¢ w postaci sumy: Z = N + A, gdzie N
jest lokalnym F—martyngatem catkowalnym z kwadratem, natomiast A jest FV—

procesem, ([33] Twierdzenie II1.1.1).



Niech Z bedzie F-semimartyngatem. Proces [Z, Z] = ([Z, Z];)icr jest procesem
wariancji kwadratowej dla procesu Z. Jest on okreslony podobnie jak na stronie 4
rozprawy dla F—martyngatu M.

Dla F-semimartyngatu Z, niech L, oznacza zbioér F—przewidywalnych proceséw
x, catkowalnych wzgledem Z, ([33]).

Zbiér K C Lz nazywamy F-dekomponowalnym, jezeli dla dowolnych g, h € K
oraz zbioru B € P(F) zachodzi zaleznosé: Igh + Ipg € K, gdzie D = (I x Q) \ B.

Symbolem H? oznaczamy przestrzen F-semimartyngaléw Z o skoticzonej nor-
mie H?, gdzie

T
1Zlhe = IV, N es +1 144 s

|dA;(w)| jest miara wahania calkowitego na przedziale I indukowana przez od-
wzorowanie 7 — A, (w). Na podstawie Twierdzenia IV.2.1 z [33] wnioskujemy, ze
przestrzenn H? jest przestrzenig Banacha.

Symbolem H?2 bedziemy oznaczaé przestrzen n-wymiarowych F-semimartyn-

galow Z = (Z',...,Z™), Z' € H?, i =1,...,n, o skoriczonej normie HZ, gdzie

1Z]l2 = i 1Z13,2) "2

Dla danego procesu Z € H? okre§lamy przestrzen

Iy ={feP: B[ \LFaNNL)+B([ I£1IA]R <o)

Przestrzen te bedziemy rozwazac¢ z norma
T T
£l = (E(fy |f+PdIN, N + E(fy |frl|dA-])?)2.

Lemat 1.2 Dla danych proceséw Z € H* i f € L% zachodzi zaleznosé

I [ izl < 2151,



Dow6d. Dla dowolnych proceséow Z € H? oraz f = (f',..., f") € L% otrzymuje-

my na podstawie nieréwnoéci (a + b)? < 2(a? + b%)
I [ gzl - Z WEZA
= S [ N o
<2Z B [ pan s 1

B[ Sowpav g+ 5 Y[ na

Korzystajac z nierownosci

Z? 1 ? < (Z?:l |ai|>2 <2nt Z?:l a?

dostajemy

n T T n T N
ES( / FilldA )2 < B / SO ldAL ) < 27 / (S (F2)121dA )2
— Jo [ — 0 =1

Poniewaz |f,| = (31—, (£1)%)/2, wigc ostatecznie mamy

T T
2 2 _on—1 2
I [ 5z 1g <28 [ 1PN, +2- 27 B[ 1F )
NN+ B Ul = 27
2"(E T ) T T T =2" 2 .
<2 [ 11 0 ,

[

Niech = bedzie F-adaptowalnym procesem cadlag. Przez S? oznaczamy przes-
trzen proceséw z o skoficzonej normie S?, gdzie |z|lsz = | supse; |24|]| 2, nato-
miast S oznacza przestrzen proceséw x o skonczonej normie S, gdzie ||z g =

Isupyer |e]| oo

Dla F-semimartyngatu Z = N + A definiujemy
1/2 g
RN A) = [N+ [ e
0
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Symbolem H? oznaczamy przestrzen F-semimartyngatéw Z o skoiiczonej normie
H?, gdzie

121> = (N, A),

VL
a infimum jest brane po wszystkich rozktadach semimartyngatu Z.
W podobny sposob okreslamy przestrzen H™ i norme dla tej przestrzeni.
Symbolem H? bedziemy oznaczaé przestrzeni n-wymiarowych F-semimartyn-

gatow Z = (Z',...,2"), Z' € H*, i =1,...,n, o skofczonej normie H?2, gdzie
1Zll 2 = iy 12113,2)" .

Dla przestrzeni Banacha X symbolami cl(X ), comp(X) oraz conv(X) oznacza-
my rodziny wszystkich niepustych podzbioréw przestrzeni X, ktore sa, odpowied-
nio, domkniete, zwarte, wypukte.

Symbolem dist(a, B) oznaczamy odlegto$¢ elementu a € X od zbioru B €
cl(X), natomiast h(B, D) = sup,.p dist(a, D), dla D € cl(X).

H(B, D) = max{h(B, D), h(D, B)} oznaczaé¢ bedzie odlegtoé¢ Hausdorffa zbio-
row B, D € cl(X).

Multifunkcja G : Q — cl(R™) jest F—mierzalna, jezeli dla dowolnego domknie-
tego podzbioru B € R", zbiér {w € Q : G(w) N B # 0} jest F-mierzalny.

Selekcja lub selektorem multifunkcji G nazywamy dowolna funkcje f taka, ze
f(w) € G(w).

Norma multifunkcji G jest okreslona jako ||G|| = sup || f]|, po wszystkich selek-
torach f multifunkcji G.

Wielowartosciowym procesem stochastycznym G = (Gy)er nazywamy rodzing
F-mierzalnych odwzorowan wielowartosciowych Gy : Q — cl(R"), dla kazdego
t € I. Proces stochastyczny G jest F-adaptowalny, jezeli dla dowolnych ¢ € [
odwzorowanie Gy : 2 — cl(R") jest Fi-mierzalne.

Przy ustalonym w € Q, multifunkcje G;(w) = G(t,w), odwzorowujaca przedziat

I w cl(R™), nazywamy trajektoria procesu wielowartosciowego G.



Definicja 1.3 Wielowarto$ciowy proces stochastyczny G jest procesem cadlag,
jezeli posiada prawie wszystkie trajektorie prawostronnie ciggle z lewostronnymi
granicami wzgledem metryki Hausdorffa H. Wielowartosciowy proces stochastycz-
ny G jest procesem caglad, jezeli posiada prawie wszystkie trajektorie lewostronnie

ciggte z prawostronnymi granicami wzgledem metryki Hausdorffa H.

Wielowartosciowy proces G jest F—przewidywalnym procesem, jezeli G jest P(FF)-
mierzalny. Rodzine takich proceséw oznaczamy, jak w przypadku jednowartos-

ciowym, przez P.

Definicja 1.4 Wielowartosciowy proces GG jest Z-catkowo ograniczony, jezeli ist-

nieje taki rzeczywisty proces m € L%, ze H(G,{0}) < m, A ® P-prawie wszedzie.

Ponizej zamieszczone zostaly najwazniejsze twierdzenia, z ktérych korzystam w

dalszej czesci rozprawy.

Twierdzenie 1.5 [K. Kuratowski, C. Ryll-Nardzewski ([4] Twierdzenie 8.1.3)]
Niech X bedzie zupelng osrodkowq przestrzeniq metryczng, (S, F, 1) niech bedzie
przestrzeniq z maiarg. Jezeli F jest F-mierzalnym odwzorowaniem wielowartos-

ciowym z Q do cl(X), to istnieje F-mierzalna selekcja odwzorowania F.

Twierdzenie 1.6 [A.F. Fillipov ([24] Twierdzenie I1.3.12)] Niech X bedzie zupelng
osrodkowq przestrzenig metryczng, (2, F,u) niech bedzie przestrzeniq z miarg.
Jezeli F' jest F-mierzalnym odwzorowaniem wielowartosciowym z 2 do comp(X),
natomiast g jest F-mierzalnym odwzorowaniem z ) do X, to istnieje F-mierzalna
selekcja f odwzorowania F taka, Ze dla dowolnego w € Q, distx(g(w), F(w)) =
dx(g(w), f(w)), gdzie dx jest odlegloscig w przestrzeni X .

Twierdzenie 1.7 [H. Covitz, S.B. Nadler Jr. ([24] Twierdzenie 11.4.4)]

Niech (X, p) bedzie zupelng przestrzeniq metryczng oraz F @ X — cl(X) niech
bedzie wielowartosciowym odwzorowaniem takim, ze dla dowolnych x,y € X,
H(F(z), F(y)) < Kp(z,y), gdzie K € [0,1).

Wtedy istnieje x € X taki, Ze v € F(x).



Niech (€2, F, u) bedzie o-skoficzong przestrzenia z miara. X niech bedzie rzeczy-
wista oSrodkowa przestrzenia Banacha. Niech By oznacza o-algebre podzbioréw
borelowskich w X. Niech ¢ : Q x X — R bedzie F ® Bx-mierzalng funkcjg, a
f Q2 — X niech bedzie F-mierzalng funkcja. Definiujemy funkcjonal I,(f) =
o 6, F@))dp

Twierdzenie 1.8 [[18] Twierdzenie 2.2] Niech F' bedzie odwzorowaniem wielowar-
tosciowym z Q do cl(X), S2 = {f € L*(0;X) : f(w) € F(w) prawie wszedzie}.
¢ : Q2 x X — R niech bedzie F @ Bx-mierzalng funkcjq, ciggle w x dla dowolnych
w € Q. Niech funkcjonal I,(f) bedzie okreslony dla dowolnych f € Si spelniajacych
Is(fo) < 0o, dla pewnych fy € St. Wtedy zachodzq warunki

(Z) inffesi [¢(f) = fQ infa?EF(w) ¢(w7 33)d/%

(ii) supsesz Io(f) = [ SUPsep() d(w, x)dp.
Twierdzenie 1.9 [[30] Twierdzenie 2] Niech Z bedzie F-semimartyngatem nalezg-
cym do przestrzeni H*. Niech F bedzie Z -catkowo ograniczonym F-przewidywalnym
procesem wielowartosciowym o wartosciach wypuktych, Sz(F') oznacza zbior Z-
catkowalnych selektorow z F'. Jezeli x jest procesem cadlag takim, ze dla dowolnych
s,t takich, ze 0 < s <t < T, zachodzi warunek x; — x4 € cly2 fst F.dZ,, to istnieje

proces g € clezSZ(F) taki, Ze x; = 1o + fot g-dZ..

Twierdzenie 1.10 [[33] Twierdzenie 11.5.19] Niech Z bedzie F-semimartyngatem
oraz niech f bedzie F-adaptowalnym procesem caglad. Wtedy stochastyczny proces
calkowy Y = [ f+dZ, jest F—semimartyngalem, a dla dowolnego F—adaptowalnego

procesu caglad g zachodzi

[oeave = [gea([ 1.4z, = [(o1).az.

Twierdzenie 1.11 [Nier6wnosé¢ Kunity-Watanabe ([33] Twierdzenie 11.6.25)]
Niech Y, Z bedqg F-semimartyngatami oraz niech g,h bedg dwoma rzeczywistymi

procesami mierzalnymi. Wtedy zachodzi prawie na pewno nieréwnosc

/0 g- 1l [d]Y: 20, < ( / G2d[Y,Y],) / h2dZ, 7))



Twierdzenie 1.12 [[33], Wniosek 4 z Twierdzenia I1.6.27] Jezeli M jest lokalnym
F-martyngatem oraz E([M, M|r) < oo, to M jest F—martyngatem calkowalnym z
kwadratem. Ponadto E(M?) = E([M, M);), dla dowolnych t € I.

Twierdzenie 1.13 [Fundamentalne Twierdzenie dla Lokalnych Martyngatéw ([33]
Twierdzenie 111.6.29)] Niech M bedzie lokalnym F-martyngatem oraz niech 3 > 0.
Istniejq wtedy lokalne F-martyngaty N, A takie, ze A jest FV-procesem, skoki
lokalnego F—martyngatu N sq ograniczone przez 23 oraz M = N + A.

Twierdzenie 1.14 [[33] Twierdzenie IV.2.5] Niech Z bedzie F-semimartyngatem
nalezgcym do przestrzeni H?. Wtedy E((sup,e; | Zi])?) < 8|1 Z][3.

Twierdzenie 1.15 [O Zbieznosci Zmajoryzowanej ([33] Twierdzenie 1V.2.32)]

Niech Z bedzie F-semimartyngatem, natomiast f™ € P niech bedzie ciggiem rzeczy-
wistych procesow, zbieinym do granicy f prawie na pewno. Jezeli istnieje taki
rzeczywisty proces g € Ly, Ze dla dowolnych n, |f"| < g, to f™ i f sq elemen-

tami zbioru Ly oraz calka ffdeT zbiega do calki fdeZT w Sensie ucp.

Twierdzenie 1.16 [[33] Twierdzenie V.2.2] Dia 1 < p < oo istnieje stala ¢, taka,

ze dla dowolnego F—semimartyngatu Z, Zy = 0, zachodzi nieréwnosc
1Z]lsr < ¢l Z ]| zv-

Twierdzenie 1.17 [Nier6wnosé Emery’ego ([33] Twierdzenie V.2.3)]
Niech Z bedzie F—semimartyngatem, f niech bedzie F-adaptowalnym procesem

caglad oraz 1/p+1/qg=1/r dla1 <p < o0, 1 <q<oo. Wtedy

|| / F2dZ: s < 1 o112l
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Rozdziatl 2

Wielowartosciowa catka

stochastyczna typu Ito

W niniejszym rozdziale przedstawione zostaty wyniki badan dotyczacych wtasnosci
wielowartosciowe] catki stochastycznej typu [to wzgledem F-semimartyngatu.

W pierwszej czesci zdefiniowany zostal zbiér Sy (F') selektoréow z F—przewidy-
walnego procesu wielowartosciowego F' catkowalnych wzgledem Z. Podano warunki
gwarantujgce niepustosé, ograniczono$é i dekomponowalnosé tego zbioru. Pozwolito
to na poprawne okreslenie wielowartosciowej catki stochastycznej typu It6 z procesu
F wzgledem Z i zbadanie jej wtasnosci. Pokazano, ze catka ta zachowuje powyzsze
wlasnosci zbioru Sz (F).

Druga cze$¢ rozdziatu po$wiecona jest badaniu zagadnien przechodzenia z od-
legtoscig Hausdorffa pod znak wielowarto$ciowej catki stochastycznej wzgledem
F-semimartyngatu Z. Otrzymane wyniki, (Twierdzenia 2.9, 2.10 i 2.11), stanowia
uogolnienia rezultatéw M. Kisielewicza z pracy [23], w ktorej badany byt podobny
problem, ale dla wielowarto$ciowych catek wzgledem procesu Wienera i catek z
miarg Poissona. Zasadniczy problem stanowit tu brak wtasnosci izometrii, ktora
byta istotnie wykorzystywana w pracy [23]. Zastapiono ja konstrukcja odpowied-
niej miary losowej zwigzanej z procesem o wahaniu ograniczonym pochodzacym z

rozktadu F-semimartyngatu Z.
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Twierdzenia te zostaly wykorzystane w rozdziale czwartym do badania wtas-

nosci zbioru rozwiagzan inkluzji stochastycznej.

Niech I oznacza przedzial domkniety [0,7] w R.
Niech Z bedzie F-semimartyngatem, a G niech bedzie F—przewidywalnym pro-

cesem wielowartosciowym. Zbior Sz(G) okreslamy jako
Sz(G) :={f € L}: flt,w) € G(t,w), N ® P prawie wszedzie}.

F-przewidywalny proces wielowartosciowy G jest catkowalny wzgledem F-semi-

martyngatu Z albo po prostu Z-catkowalny, jezeli Sz(G) jest zbiorem niepustym.

Twierdzenie 2.1 Niech Z bedzie F—semimartyngatem nalezgcym do przestrzeni
H2, Zy = 0. Jezeli G jest Z-catkowo ograniczonym F-przewidywalnym procesem

wielowartosciowym, to Sz(G) jest niepustym i ograniczonym podzbiorem z L.

Dowdd. Korzystajac z Twierdzenia Kuratowskiego i Rylla-Nardzewskiego, (Twier-
dzenie 1.5), istnieje F—przewidywalny proces f taki, ze f(t,w) € G(t,w), A ® P—
prawie wszedzie. Z zalozenia o procesie G wynika, ze || f|lp3 < [[m[[z2 < oo, a to
oznacza, ze f € Sz(G). Zatem zbidr Sz (G) jest niepusty.

Jego ograniczonos¢ wynika z Z-catkowej ograniczonosci procesu G. ]

Twierdzenie 2.2 Niech Z bedzie F-semimartyngatem nalezgcym do przestrzens
H?, Zy = 0. Jezeli G jest Z-catkowo ograniczonym F-przewidywalnym procesem

wielowartosciowym, to Sz(G) jest zbiorem F—dekomponowalnym.

Dowdd. Niech bedg dane f,g € Sz(G), B € P(F) oraz D = (I x Q) \ B. Nalezy
pokaza¢, ze Ipf + lpg € L% oraz lgf + Ipg € G, A @ P— prawie wszedzie.

Poniewaz zbiory B i D sg P(FF)-mierzalne, podobnie jak procesy f,g, wiec
proces Igf + Ipg jest réwniez P(IF)-mierzalny. Ponadto

1T f + Ipglz < [[Lpfllrz + Mbpgllrz

T T
(B / L5, [2dIN, N, + E / Ly ][dA,])?) 2
OT OT
(B / Lpg, PdIN, N], + E / g, [dA,])?) 2,
0 0
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Korzystajac z faktu, ze [Igf.| < |f-| i |1pg.| < |g-| dla 7 € I, oraz z Twierdzenia

o Zbieznosci Zmajoryzowanej, (Twierdzenie 1.15), otrzymujemy, ze

1Tsf + Ipgllz < [1fllzz + llgllzy < oo

o-algebra P(F) jest pod- o-algebra o-algebry A ® P. Zatem zbiory B i D sa
A ® P-mierzalne. Poniewaz f, g € G, A® P— prawie wszedzie, wiec Iz f+ Ipg € G,
A ® P— prawie wszedzie. [ ]
Definicja 2.3 Niech Z bedzie F-semimartyngalem nalezacym do przestrzeni H?2,
Zy = 0. G niech bedzie Z-calkowo ograniczonym F-przewidywalnym procesem
wielowartosciowym. Wielowarto$ciowa catka stochastyczna z procesu G wzgledem
Z jest zdefiniowana jako zbior [ G,dZ, = {[ g,dZ. : g € Sz(G)}.
Dla dowolnych s,t € I, s < t definiujemy takze

11G.dz, = {[! g.dZ, : g € S4(G)}.

Definicja 2.4 Niech Z bedzie F-semimartyngalem, natomiast f € L%. Odwzoro-
wanie Jy : L3 — H2 jest zdefiniowane jako Jz(f) = (Jz(f)i)ier = [ f+dZ, oraz
Jz(f)e = f; frdZ., dla dowolnego t € I.

Odwzorowanie [J7 jest liniowe i ciggte. Jego liniowo$¢ wynika z definicji, natomiast

ciagtosé¢ z Lematu 1.2.

Twierdzenie 2.5 Niech Z bedzie F-semimartyngatem nalezgcym do przestrzens
H2, Zy = 0. Jezeli G jest Z-catkowo ograniczonym F-przewidywalnym procesem

wielowartosciowym, to

(i) [ GrdZ, = T2(S2(G)),

(ii) [1G.dZ. = Ty(L(s0S2(G)) dlas,t €I, s < t.
Dowdéd. Warunek (i) wynika bezposrednio z definicji calki [ G,dZ,.
Dla dowolnych s,t € I, s <t z definicji calek fst G,dZ, oraz Jz(f); otrzymujemy

/t GrdZ; ={Tz(f)e — Tz(f)s : | € S2(G)}
L = T - Tl f) S € SH(G))
={Tz(Msyf)e + [ €82(G)} = Tz (N5 9S2(G))s,
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co nalezato pokazac. |

Twierdzenie 2.6 Niech Z bedzie F-semimartyngatem nalezgecym do przestrzeni
H2, Zy = 0. Jezeli G jest Z-catkowo ograniczonym F-przewidywalnym procesem

wielowarto$ciowym, to [ GrdZ, jest niepustym i ograniczonym podzbiorem z H2.

Dowdd. Z definicji odwzorowania liniowego Jz, (Definicja 2.4), oraz Twierdze-
nia 2.5(1) otrzymujemy, ze [ G,dZ. = Jz(Sz(G)). Poniewaz zbior Sz(G) jest
niepusty na podstawie Twierdzenia 2.1, wigc zbiér [ G,dZ, jest takze zbiorem
niepustym.

Jego ograniczono$¢ w przestrzeni H2 wynika z ograniczonosci zbioru Sz(G), (Twier-

dzenie 2.1), i ciagtosci odwzorowania J. |

Twierdzenie 2.7 Niech Z bedzie F-semimartyngatem nalezgcym do przestrzeni
H?, Zy = 0. Jezeli G jest Z-catkowo ograniczonym F-przewidywalnym procesem
wielowartosciowym, to dla dowolnych s,t € I, s < t, f; G,dZ, jest zbiorem Fs-de-

komponowalnym.

Dowdéd. Wezmy dowolne s,t € I takie, ze s < t. Niech dane beda: zbior B € F;
oraz J', J? € f: G,dZ.. Istnieja wtedy takie f1, f? € Sz(G), ze J* = Tz (L(s4f")e
oraz J? = Tz (L5 f?)e- Niech D = Q\ B, natomiast 3. = (I'\ (s,t]) x QU (s, t] x D
niech bedzie dopetnieniem zbioru (s,t] x B w I x Q. Wtedy

TpJ" = TpTs (T 1) = To (Mg (Lsen f))s
oraz IpJ? = IpTz(Lsf*)e = Tz(Ls)(Ls1xn *))e = Tz (Mo (L f2)):-
Zatem

IpJ' + 1pJ? = Tz (L (Lsgxnf' + La f2)):-

Korzystajac z F-dekomponowalnosci zbioru Sz(G), (Twierdzenie 2.2), i faktu, ze
(s,t] x B jest F-przewidywalnym ”prostokatem”, a (3 jest jego dopelnieniem, otrzy-
mujemy, ze T qxpf' + Tg f? € Sz(G). Oznacza to, ze IgJ' + IpJ* € fst G,dZ..
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Uwaga 2.8 W dowodach Twierdzen 2.9, 2.10 i 2.11 zastosowano odmienna no-
tacje, niz w pozostatej czesci pracy. Zamiast skroconych oznaczen: fi, g;, Fy, Gy, A;
stosowany jest pely zapis: f(t,w), g(t,w), F(t,w), G(t,w), A;(w), aby wyraznie

zaznaczy¢ zmienne, wzgledem ktorych przeprowadza sie catkowanie.

Twierdzenie 2.9 Niech Z bedzie F—semimartyngatem naleZgcym do przestrzeni
H?, rozkladalnym na sume Z = M + A, gdzie M jest F-martyngatem catkowal-
nym z kwadratem, a A jest F'V-procesem. Niech g bedzie Z-catkowo ograniczo-
nym F-przewidywalnym procesem, a G niech bedzie Z-catkowo ograniczonym F-
przewidywalnym procesem wielowartoSciowym. Istnieje wtedy stata K > 0 taka,
ze

distys ( / g-dZ,, / G.dZ.) < K -| / dist* (gr, Gr)dZ, |32

Dow6d. Z definicji normy H?2 i dowodu Lematu 1.2 otrzymujemy

J:dist;%(/gTdZT,/GTdZT) = inf ||/gTdZT—/deZT||;%

Fe8z(G)

. T 2
<2 nt (B([ lo(rw) = flr)dM, M),

T B / 9(r.w) — F(7.0)|[dA, ()])?).

Korzystajac z nieréwnosci Kunity-Watanabe, (Twierdzenie 1.11), dostajemy

J<2 inf ( / ( / (9(r.) — f(r,w) PAIM, M],) P(dw)

fesz(G)

n / ( / 9(r.w) — F(r.w)[? |dA, ()] - / |dA, () P(dw)).

Niech pps oznacza miare Doléans-Dade zwiazana z F-martyngatem M, (zdefinio-
wana na str. 3 rozprawy). Niech c4(w) = fOT |dA,(w)| oznacza wahanie trajektorii
procesu A na przedziale I = [0, T|. Zdefiniujemy teraz jadro miary, (miare losowa),

dla zbioréw borelowskich z I jako
a(w,dr) = cyp(w) |dA-(w)] .
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Nastepnie okreslamy miare v4 na o-algebrze F-przewidywalnych zbioréw z [ x 2
jako

vA(B) = /Q/OT L (w, 7)a(w, dr) P(dw).

Otrzymamy wtedy
TR / ( / 9(r.w) — F(r.w)|?d[M, M],) P(dw)
T / ( / 9(r.w) — [(r.w)Palw, dr)) P(dw))

<2 int ([ lotrw) = fme)Pdu+ [ lotre) = fr)Pdn)

QxI
=2". inf / T,W)— J(T,w 2d ),
feSZ(G)( X[|g( ) — f( )"dp”)
gdzie pu* = ppr + va.

Na podstawie Twierdzenia 1.8 ostatniag calke mozemy zapisa¢ w postaci

2" . / inf |g(7,w) — 2|*dy* = 2" - / dist?(g(7,w), G(1,w))du*
QxI z€G(T,w)

=2". (/Q(/O dist?(g(7,w), G(1,w))d[M, M],)P(dw)
+/Q(CA(w)-/O dist?(g(1,w), G(T,w)) |dA,(w)|)P(dw)).

Stosujac ponownie nieréwnosé Kunity-Watanabe, (Twierdzenie 1.11), do pierwszego

sktadnika oraz nieréwnos¢ Holdera do drugiego dostajemy, ze
7 <2 (1 o070, Gl DM M) 2 [ b M1
+ llea(w)lzz - | /OT dist*(g(,w), G(r,w)) [dA(w)] || r2)
<o (BIM, M2 - ( /Q /0 " st (g (r, ). G, 0)) (M. M), P(dw))/?
+lleatle- ([ ( st g(r, ), G, ) A () P(d)) )
< K| [ dist(g(r.), Gl 0)dZ e,
gdzie K = 2" - max{||ca(w)||r2, E[M, M]Clp/Q}, co konezy dowdd twierdzenia. [
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Twierdzenie 2.10 Niech Z bedzie F-semimartyngalem nalezgcym do przestrzens
H?. Niech g bedzie Z-catkowo ograniczonym F-przewidywalnym procesem, a G
niech bedzie Z-catkowo ograniczonym F—przewidywalnym procesem wielowartos-

ciowym. Istnieje wtedy stata K > 0 taka, Ze

disz‘,ZH%(/ gTdZT,/GTdZT) <K- ||/dist2(gT,GT)dZT||H2.

Dow6d. Poniewaz Z jest F—semimartyngatem, wiec istnieje rozkltad Z = N + A,
gdzie N jest lokalnym F—martyngatem, natomiast A jest FV—procesem. Postepujac

podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 2.9 otrzymujemy
J = dist} ( / 9-dZ,, / G.dZ,)
inf / / (1.w) — f(7,0)[2d[N, N],) P(dw)

fesz(G

n / </0 9(rw) — F(rw)? |dA ()] - / |dA, () P(dw)).

0
Poniewaz Z € H?, wigc E([N, N]r) < co. Korzystajac z Twierdzenia 1.12 wniosku-
jemy, ze lokalny F-martyngat N jest F-martyngalem catkowalnym z kwadratem.
Mozemy WiQC okresli¢ miare Doléans-Dade py zwiazang z F—martyngatem N oraz
funkcje c4(w fo |dA,(w)].

Dalsza czes¢ dowodu bedzie przebiegaé¢ tak jak dowdd Twierdzenia 2.9. Nalezy
tylko zamieni¢ proces [M, M| na [N, N| oraz miare py na uy. W rezultacie otrzy-
mamy teze twierdzenia, w ktorej stala K jest okreslona nastepujaco:

K = 2" max{||ca(w)| 12, E[N, N]3/*}. n

Twierdzenie 2.11 Niech Z bedzie F-semimartyngalem nalezgcym do przestrzens
H?. Niech F,G bedq Z-catkowo ograniczonymi F-przewidywalnymi procesami wie-

lowartosSciowymi. Istnieje wtedy stata K > 0 taka, Ze

H;%(/ GTdZT,/FTdZT) <K- ||/H2(GT,FT)dZT||H2.

Dowé6d. Niech Z = N + A bedzie rozktadem F-semimartyngatu Z na sume
lokalnego F—martyngatu N oraz FV-—procesu A. Korzystajac z definicji odlegtosci
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Hausdorffa dostajemy

Hps ( / G.dZ,, / F.dZ,)

= max{ sup dlStHz /gTdZT,/FTdZT),
9€8z(G)

sup d1stH2 /deZT,/G dZ,)} = max{Jy, Jo}.

feSz(F)

Z dowodu Twierdzenia 2.10 dla pierwszego ze sktadnikow otrzymujemy

Ji = sup dlStHz /gTdZT,/F dZ.)

9€Sz(G

<2". sup inf / g(r,w) — f(r,w)|2du"),
geSZ(G)feSZ(F)( Q><I| (1,w) (1,w)| )

gdzie p*, tak jak poprzednio, oznacza miare pu* = uy + va. Stosujac dwukrotnie

Twierdzenie 1.8, (odpowiednio dla funkcji ”inf” oraz ”sup”), dostajemy
Jp<2m. / sup  inf |y — xPdut =2"- / h2(G(T,w), F(r,w))du",
QxT yeG(Tw) TEF (Tw) QxI

gdzie h(B, D) = sup, . dist(a, D). Postepujac dalej tak jak w dowodzie Twierdze-

nia 2.10 otrzymujemy
J < K- /EQ(G(T,W),F(T,w))dZTHHz
<K-| /H?(G@,@,F@, AN

W przypadku drugiego sktadnika wystarczy zamieni¢ ze sobg procesy F'i G. W

rezultacie dostajemy

Jo = sup dlSter /deZT,/G dz,)

J€Sz(F)
<K-| /E?(Fﬁ, W), G(r,))AZ, ||
<K | [ H(F(r.),Glr,0)dZ e,
gdzie K = 2" - max{||ca(w)||rz, E]N, N]IT/2}, co koriczy dowdd twierdzenia. n
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Rozdziat 3

Wielowartosciowa catka

stochastyczna typu Stratonowicza

W niniejszym rozdziale przedstawione zostaly wyniki badan nad wtasnosciami wie-
lowartosciowej calki stochastycznej typu Stratonowicza. W znanych mi dotych-
czas opublikowanych pracach na ten temat wielowartosciowa catke typu Strato-
nowicza okreslano dla proceséw bedacych superpozycja deterministycznej multi-
funkcji rézniczkowalnej w sensie Hukuhary i ciaglego semimartyngatu, ([17]), albo
procesow powstatych ze ztozenia deterministycznej multifunkeji goérnie oddzielal-
nej i ciagtego semimartyngatu, ([28]). Wielowartosciowa catka typu Stratonowicza
badana w rozprawie jest okreslona dla stochastycznych (F, H)-odwracalnych pro-
cesOW wielowartosciowych. Jest to klasa proceséw, ktora nie musi obejmowac pro-
cesOW rozwazanych we wspomnianych pracach, ani zawierac sie w klasach procesoéw
rozpatrywanych w pracach [17, 28]. Wzajemne relacje miedzy tymi klasami moga
stanowi¢ pole do dalszych badan.

Definicje wielowartosciowej calki typu Stratonowicza poprzedza analiza calek
stochastycznych typu forward i backward, ktérych wzajemne zaleznosci wykorzys-
tuja tzw. metode odwracania czasu. Obie te catki znalazty zastosowanie w kon-
strukeji wielowarto$ciowej calki typu Stratonowicza przedstawionej w rozprawie.

Rozdzial podzielony zostat na dwie czedci.
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W pierwszej czesci omdéwione zostalty wlasnosci jednowartosciowych catek sto-
chastycznych typu forward, backward oraz Stratonowicza, (definicje na podstawie
pracy [13]). Udowodnione zostaly wlasnosci tych catek zwiazane z przechodzeniem
z funkcjg charakterystyczna pod znak catki niezbedne dla uzyskania zasadniczego
wyniku tego rozdziahu.

W czesci drugiej udowodnione zostato twierdzenie o istnieniu (IF, H)-odwracal-
nej selekeji dla (IF, H)—odwracalnego procesu wielowartosciowego. Wynik ten poz-
wala na pokazanie istnienia, (niepustosci), wielowartosciowej catki stochastycznej
typu Stratonowicza zdefiniowanej w tym rozdziale. Kluczowym wynikiem tej czesci
rozprawy jest twierdzenie aproksymacyjne, (Twierdzenie 3.19), dla badanej catki
wielowartosciowej, ktore zostato uzyskane przez potaczenie metody odwracania
czasu z ideg pochodzaca z pracy J. Motyla [30] i dotyczaca wielowartosciowej catki
typu Ito.

3.1 Calki stochastyczne typu forward i backward

F. Russo i P. Vallois w pracy [34] zdefiniowali stochastyczne catki typu forward,
backward oraz symmetric jako rozszerzenie, odpowiednio, catek, Ito, backward oraz
Stratonowicza. Definicje te byly modyfikowane w pracach [13, 35]. W rozprawie
uzyto definicji pochodzacej z pracy [13]. W tej czesci rozprawy przedstawiono wlas-
nosci powyzszych catek uzyskane przez F. Russo i P. Vallois w [35] oraz wraz z M.
Errami w [13], a takze te wlasnosci uzyskane przez autora, ktére sa niezbedne w
dalszej czesci rozprawy.

Niech I oznacza dowolny przedziat domkniety. Dla uproszczenia zapisu bedzie-

my zaktada¢, bez zmniejszenia ogélnosci, ze I = [0, 1].

Definicja 3.1 ([13]) Proces stochastyczny = nazywamy procesem RV—cadlag [RV—
caglad], jezeli jest procesem cadlag [caglad] oraz jest ciagty dlat =01t = 1.

Definicja 3.2 ([13]) Niech {7,} oznacza taki podzial odcinka I, ze 0 =ty < t; <

-+ < t, = 1. Przez |1,| oznaczamy sup;(t;11 — t;). Niech g oraz h beda procesami
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RV-cadlag. Okreslamy teraz
I (g,dh)(a th/\a (tix1 AN a) — h(t; A a)),

It "(g,dh)(a Zg tivi Aa)(h(tipr Na) — h(t; A a)),

17 (g, dh)(a) —'1/2( (9, dh)(a) + 17 (g, dh)(a)).

Jezeli dla dowolnego ciggu {7, } podziatéw odcinka I oraz dla dowolnego 0 < a < 1
powyzsze sumy sa zbiezne w sensie ucp, (Definicja 1.1), gdy |7,,| — 0 dla n — oo
oraz ich granice nie zaleza od wyboru ciagu podziatéw {7, }, to granice te nazywamy
odpowiednio catkami forward, backward oraz Stratonowicza i oznaczamy przez
(f(o,~} gd—h)q, (f(m gdth)g, (f(o,-] godh),, lub krocej przez f(O,a] gd™h, f(O,a] gd*th,
i) (0.0 9 © dh.

Definicja 3.3 ([13]) Dla proceséw stochastycznych RV—cadlag g, h oraz dowol-
nych liczb 0 < a < 1 okreslamy f(o o) gd*h = (f(o ] gdEh) - = limyy, f(o q gd*h.

Definicja 3.4 ([13]) Dla procesu stochastycznego RV—cadlag g okreslamy
gt = (9)” = ga-0-

gdzie g;— = limgy; gs. Proces g nazywamy procesem z czasem odwréconym.

W Lematach 3.5 i 3.6 zebrane zostaly wlasnosci, pochodzace z prac [13] oraz [34],

ktore beda wykorzystane w dalszej czesci tego rozdziatu.

Lemat 3.5 Dla procesow stochastycznych RV-cadlag g, h oraz dowolnych liczb

0 <a<b<1 zachodzg zaleinosci

(i) f(a,b] gd*h = f(O,b] gd*h — f(O,a] gd*h,

(i) S g0dh=1/2-(f,9d h+ [, 9d h),
(iii) f[a’b) gd*h = f(O,b) gd*h — f(O,a) gd*h,

() ﬂwﬁfﬁz—ﬁkmwﬁh
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Lemat 3.6 Niech g oraz Z bedg procesami RV-cadlag. Zaktadamy ponadto, Ze
Z jest F—semimartyngatem, a g jest F—adaptowalnym procesem. Zachodzi wtedy

zaleznosé

f(07.] gd*Z = f(o’.} gT—dZ’m

gdzie catka z prawej strony rownosci oznacza catke stochastyczng typu Ito wzgledem

F-semimartyngatu.

Lemat 3.7 Niech g oraz Z bedq procesami RV-cadlag. Jezeli g jest F-adaptowal-
nym procesem, Z jest F—semimartyngatem, Zy = 0, natomiast o, 3, 0 < a < # <

1, sqg F—czasami zatrzymania, to dla calki stochastycznej typu forward zachodzq

zaleznosci:
(i) f(o,a} gd~Z = f(o,u g Tpwyd Z = f((),l] gr— L. (7)dZ-,
(i) Jian 92 = Jio09 Napyd™Z = Jio1) 9 Niapy(7)dZ-,
(iii) S 942 = [o19 Land™ Z = [ 9r— L (1)dZ,

gdzie ostatnia z calek w powyzszych rownoSciach oznacza catke stochastyczng typu

Ito wzgledem F-semimartyngatu.
Dowéd. Zauwazmy, ze dla F—czasu zatrzymania « € (0, 1) otrzymujemy

(9 ]I[O,a))Tf = gr- ]I[O,a] (T)

Poniewaz procesy po lewej stronie powyzszej rownosci sa procesami RV—cadlag,

wiec korzystajac z Lematu 3.6 dostajemy, ze

/ gr_dZ,. = / Gr—dZ: — go Zo = / gr— N0y (7)dZ;
(0,0] [0,0] [0,1]

= / (g ]1[0704))7—_dZ7— = / (g ]I[O,a))r—dZT = / g ]I[O7Oé)d_Z.
[0,1] (0,1]

(0,1]

Zaleznosci (ii) oraz (iii) wynikaja z powyzszej rownosci oraz z Lematu 3.5(1). =
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Definicja 3.8 Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Rozwazmy na
przestrzeni Q dwie filtracje: F = (F;)es oraz H = (Hy)es speliajace warunki (i)
oraz (ii) ze strony 2 rozprawy.

Proces cadlag x nazywamy (F,H)-odwracalnym, jezeli = jest F-adaptowalnym
procesem na przedziale [0, 1], natomiast Z jest H-adaptowalnym procesem na
przedziale [0, 1].

Proces cadlag z jest (IF, H)-odwracalnym semimartyngatem, jezeli = jest F—semi-
martyngatem na przedziale [0, 1], natomiast Z jest H-semimartyngatem na prze-

dziale [0, 1), ([21)).

Definicja 3.9 ([33]) Niech g bedzie F—przewidywalnym procesem, Z bedzie F—
semimartyngatem, Z; = 0. Dla 0 < a < b < 1 cafki typu Ito f[o 1 G-Njo.a)(T)dZ-
oraz f[o 1 G- Njq ) (T)dZ; okreSlamy nastepujaco

(i) f[O,l] G- Njo o) (7)dZ; = thTa(f[(]J] g- Njo g (7)dZ;),
(ii) f[O,l] Gr Ujapy(T)dZ, = f[o,l} gr Doy (7)dZ; — f[O,l] gr Lpp,0)(7)dZ..

Lemat 3.10 Jezeli g jest (F, H)-odwracalnym procesem RV-cadlag, Z jest (F,H)—

odwracalnym semimartyngatem, Zy = 0, to dla dowolnych 0 < a < b <1 zachodzq

zaleznosci
(i) J0a 9072 = = [009 - Tn-and™Z = = [ Gr— - Tp—a)(1)dZs,
(ii) S 9877 = = [io1 97— - Wb -a)(7)dZs,

(iii) Jany 9977 = = [ig1 G- To1-a) (1)dZ,,

gdzie catki po prawej stronie powyzszych rownosci sq catkami stochastycznymi typu

Ito wzgledem F-semimartyngatu.

Dowdd. (i) Stosujac kolejno Lemat 3.5(iv),(iii), Definicje¢ 3.3 oraz Lemat 3.6 dosta-
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jemy

J = / gd*Z = —/ Ggd~Z = —(/ Ggd—Z —/ gd=7)
(0,a] [1—a,1) (0,1) (0,1—a)

— (lim( /(078} Gd7) — lim ( /( gd~ 7))

sT1 pTl—a

——(lim(/ Gr_dZ.) — lim (| §,_dZ,)).
(0.5]

sTl pTlia (07p]

Z whasnosci granicy i definicji catki typu It6 po przedziale (p, s] otrzymujemy

sT1 pTl—a sT1l pTl—a

J=—lim lim ([ §,_dZ, —/ Gr_dZ;)) = —lim lim (/ Gr_dZ,).
(0,9] (0,p] (s8]

Korzystajac teraz z wlasnosci przechodzenia z funkcjg charakterystyczng pod znak
calki typu It6 oraz z Twierdzenia o Zbieznosci Zmajoryzowanej, (Twierdzenie 1.15),

dostajemy

J = —1lim lim ( gT_ : ]I(p,s}(T)dZT) = —/ gT_ . ]I[l,ayl)(T)dZT.
(0,1]

sT1 pTl—a (0,1]

(ii) Korzystajac z Lematu 3.5(i) i udowodnionej juz réwnosci (i) otrzymujemy

J:/ gd+Z:/ gd+Z—/ gd™Z
(ab] (0.4 (0.d]

= _/ gr— - ]I[l—b,l)(T)dZT +/ Gr— - Mgy (7)dZ;.
(0,1]

(0,1]

Stosujac teraz Definicje 3.9(ii) oraz Twierdzenie o Zbieznosci Zmajoryzowanej,

(Twierdzenie 1.15), dostajemy

J=- / Gr Ty (T)dZr.
.1

(iii) Korzystajac z Lematéw 3.5(iv) oraz 3.7(i) otrzymujemy

/ gd*Z = — / GdzZ = — / Gr— - T 1_o(7)dZ,.
[a,1) (0,1—a] (0,1]
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3.2 Wielowartosciowa calka stochastyczna typu

Stratonowicza
Niech I, tak jak poprzednio, oznacza przedzial domkniety [0, 1].

Definicja 3.11 Dla wielowarto$ciowego procesu stochastycznego cadlag G sym-
bolem

Gy = (Gy)~ = Ga—p- = limg1 G,
oznaczamy wielowartosciowy proces z czasem odwroconym. Granica wielowartos-

ciowych odwzorowan jest okreslana wzgledem metryki Hausdorffa.

Definicja 3.12 Wielowartosciowy proces stochastyczny cadlag G jest (F,H)-od-
wracalnym procesem, jezeli G jest F-adaptowalnym procesem na przedziale [0, 1]
oraz G jest H-adaptowalnym procesem na przedziale [0, 1].

Wielowartosciowy proces stochastyczny G jest procesem RV-cadlag (RV-caglad),
jezeli jest procesem cadlag (caglad) i jest ciagly dlat =01t = 1 wzgledem metryki
Hausdorffa.

Wielowartosciowy proces G jest catkowo ograniczony, jezeli istnieje taki rzeczywisty
proces m bedacy (F,H)-odwracalnym procesem RV-cadlag, ze ||m||s« < oo oraz

dla dowolnych t € I, H(Gy, {0}) < m,.

W dalszej czedci rozdziatu zaktadamy, ze G jest wielowartosciowym procesem

o wartosciach w przestrzeni comp conv(R™).

Twierdzenie 3.13 Jezeli G jest (F,H)-odwracalnym procesem wielowarto$cio-

wym, to istnieje (F, H)—-odwracalny selektor g z procesu G.

Dowdd. Dla niepustego zwartego i wypuklego zbioru B zawartego w R™ definiu-

jemy jego punkt Steinera jako

n
—~
sy
~—
I

1/2(0(B,+1) —o(B,—1)) dlan =1,

oraz s(B)=mn / po(B,p) u(dp) dlan > 2,
Sn—1
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gdzie o(B,p) := sup,cp < a,p > oznacza funkcje podpierajaca zbioru B, S"! jest
sferg jednostkowa w R", natomiast u jest zwykta miarg probabilistyczng na sferze
S ([4D)-

Korzystajac z wtasnoéci punktu Steinera otrzymujemy, ze s(B) € B. Ponadto,
s : comp conv(R") — R™ jest odwzorowaniem Lipschitza wzgledem metryki Haus-

dorffa. Dla dowolnych (t,w) € I x  okreslamy

g(t,w) = s(G(t,w)).

Z wtasnosci odwzorowania s wynika, ze g jest selektorem procesu wielowartoscio-
wego G. Proces g jest procesem cadlag oraz F-adaptowalnym procesem jako super-
pozycja odwzorowania Lipschitza i F-adaptowalnego procesu wielowartosciowego
typu cadlag. Nalezy jeszcze pokazac¢, ze proces z czasem odwroconym g jest H-
adaptowalnym procesem i jest selektorem procesu G. Poniewaz g(t,w) = s(G(t,w)),
stad tez g(t,w) = (s(G(t,w)))~. Z drugiej strony otrzymujemy, ze

§(tw) = g((1—H)—w) =n / p s <ap> u(dp)
§n=1 aeG((1—t)—w)

=n [ oG = H=).p) ula)
—n [ po(Glt.w).)p) utdp) = s(Glt0)

Pokazalismy wiec, ze §(t,w) = (s(G(t,w)))~ = s(G(t,w)), a to oznacza, ze § jest
selektorem procesu wielowartosciowego G.

Poniewaz G jest H-adaptowalnym procesem, stad § jest takze H-adaptowalnym
procesem. W ten sposob proces g jest poszukiwanym (F, H)-odwracalnym selek-

torem procesu G. [ ]

Uwaga 3.14 Jezeli w Twierdzeniu 3.13 dodatkowo zalozymy, ze trajektorie pro-
cesu (G sa lewostronnie cigglte w ¢t = 1, to selekcja g otrzymana w Twierdzeniu 3.13

jest procesem RV-—cadlag.

Definicja 3.15 Niech G bedzie wielowartosciowym (IF, H)-odwracalnym proce-

sem RV-cadlag, Z niech bedzie (IF, H)-odwracalnym semimartyngatem, Z, = 0.
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Niech §(G) oznacza rodzine wszystkich (IF, H)-odwracalnych procesow RV-cadlag
bedacych selektorami procesu G. Dla dowolnych 0 < a < b < 1 wielowartosciowa

catke typu Stratonowicza okreslamy jako zbioér
/ GodZ ={1/2 (/ gd‘Z+/ gd*7) : g€ S(G)}
(a,b] (a,b] (a,b]
~02(f geaz— [ geaz) s ges@p
(a,d] [1-b,1—a)

Dla udogodnienia wprowadzamy nastepujace oznaczenie

/ (g,h)0dZ :=1/2 (/ gr_dZ, —/ h._dZ,).
(a,b] (a,b] [1-b,1—a)

Uwaga 3.16 Korzystajac z Twierdzenia 3.13 wnioskujemy, ze zbiér S(G) jest
zbiorem niepustym, zatem wielowartosciowa catka w powyzszej definicji istnieje

i jest zbiorem niepustym.

Twierdzenie 3.17 Niech Z bedzie F—semimartyngatem nalezgcym do przestrzeni
H?, Zy = 0. Niech G bedzie catkowo ograniczonym przez proces m wielowartos-
ciowym F-adaptowalnym procesem RV-cadlag. Jezeli dla dowolnych 0 < a < b <1
proces x spetnia zaleznos$c

Ty — Tq € Clp2 f(a’b] Gd~Z,
to dla dowolnych € > 0 oraz F-czasow zatrzymania 0 < o < # < 1 istnieje RV-

cadlag i F-adaptowalny selektor g*%< procesu G spetniajgcy warunek
|lzg — zo — / g*Pd=Z|| 2 < e
(a,3]

Dowéd. Ustalmy € > 0. Dla dowolnegon = 1,2, ... oraz dowolnego k = 1,2,...,2"

definiujemy zmienne losowe ay, i (3, wzorami

() = k27 dla wef{w:(k—1)2" < aw) <k27"}
n N 1 dla wE{W;a(w)zl} )

k2 dla we{w: (k—1)27" < fw) < k27}
1 dla we{w: f(w)=1} '
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Dla dowolnych n =1,2,... oraz k =0,1,...,2" — 1 okre$lamy zbiory
A ={w: aw)>k2™}; Bl ={w: f(w)>k27"}.

Mamy wtedy

(0, ) = U{m" (k+1)27"]} x AP,

Ba] = U {(k27", (k+1)27"]} x By,

Ponadto, dla dowolnych n = 1,2, ... otrzymujemy
on_1

To, = To + E T(hy1)2—n — Tpo-n) Lap,

2" —1

Zg, = Zo + Z(ZL’(;H_U 9—n — Zl'kgfn) ]IBI?

Z uwagi na to, ze A} C B}, mamy zaleznos$¢

2" —1

1‘5" — Lo, = E (l‘(kJrl) 2-n — T g—n) I[B,?\AZ'
k=0

Dla kazdego n = 1,2,... oraz k = 0,1,...,2" — 1 mozna wybra¢ RV—cadlag i

F-adaptowalny selektor g™* procesu G spetiajacy zaleznosé

|21y 20 — T aon — / GrdZ || < )32k, (3.1)
(k27 (k+1) 2-7]

Okreslamy proces g™ nastepujaco

2n—1

gt =gt T, + g Mg, 1 + g"* T o-n (k+1) 2-m)x B\ AT
k=1

Otrzymany proces ¢g" jest skonczong suma proceséw RV—cadlag, dlatego tez jest
procesem cadlag na przedziale I. Z uwagi na to, ze ¢"*" ~! oraz I, 1 sa procesami
RV-cadlag, wiec proces g" jest procesem lewostronnie ciaggltym dla ¢ = 1. Zatem

jest on procesem RV—cadlag, F-adaptowalnym oraz jest selektorem procesu G.

28



Ponadto mamy zaleznosé¢

2" —1

/( 97 dZr = > Loy (/( ]9?"“ g o, 1) 2= (7)dZ7).
0 ,Bn 0,1

k=1 ;
Stosujac kolejno wlasnosé réznicy catek typu It6, wlasnos¢ przechodzenia z funkcja
charakterystyczna pod znak catki typu It6, catkowa ograniczono$¢ procesu G oraz

Twierdzenie 1.14 otrzymujemy

H / g d7, - / g dZ || = | A
(avﬁ] (O‘nvﬁ’ﬂ] (a,ﬁ}@(an,ﬁn]

= H 97— Lo, 010(ann) @27 L2 < || o M- Wiasla(an,8a) 427l L2

S (Esup| mr— ]I(au@]@(an:ﬂn} dZT|2)1/2

tel (0,1]
< V8- /(o ]m“ Lo ge(an 80 42z | 2,

gdzie B @ D oznacza zbiér postaci (B \ D) U (D \ B).

Stosujac powyzsze oszacowanie dostajemy

R AP
(]

<l = 0 = (2, = 0,2 + o, =0, = [ g2 dZi|
(anaﬁn]

-y / e Wi gotonsn) AZllyz = Ty + Jo + Ji.
(07']

Proces x oraz calka stochastyczna typu It sg procesami cadlag, o, — «, 3, — £,
gdy n — oo, wiec istnieje takie ng, ze dla dowolnych n > ny sktadniki J; oraz J3
beda mniejsze niz €/3.

Z nieréwnoséci (3.1) wynika, ze

T = a5, — Ta, - / A
(Oényﬁn]

2" —1
< Z ]IB"\A” ||.CE (k+1)2—m — T o—n —/ g:_t’_k I[(k 2—n (k+1) Z—n](T)dZTHLQ)
(0,1]
2" —1

< Z Me/3) < ¢€/3.
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Biorac teraz dowolne n > ng oraz ¢*”?¢ = g" otrzymujemy, ze
O A P R A P

co konczy dowdd twierdzenia. [ ]

Definicja 3.18 Niech Z bedzie procesem RV—cadlag. Niech x bedzie takim proce-
sem stochastycznym, ze dla dowolnych 0 < a < b < 1 istnieja procesy stochastyczne

RV-cadlag ¢ oraz h®?, ktére spetniaja zaleznosé
Ty — Ty = f(a,b] g*d=7 + f(a,b] hetd* Z.

Proces z nazywamy catkowo dekomponowalnym, jezeli istnieja procesy RV-cadlag

u,v takie, ze ug € Fy, v1 € Hy oraz zachodza zaleznosci

(i) dla dowolnych 0 <a <b <1,
Up — Uy = f(a,b] g*d=Z, vy — v, = f(a’b] hetd* Z,

(il)) z=u+wv.

Twierdzenie 3.19 Niech Z bedzie (F, H)—-odwracalnym semimartyngatem nalezg-
cym do przestrzeni H?, Zy = 0. Niech G bedzie calkowo ograniczonym przez pro-
ces m wielowartos$ciowym (F,H)-odwracalnym procesem, lewostronnie cigglym w
punkcie t = 1. Jezeli dla catkowo dekomponowalnego procesu RV-cadlag x zachodzi
zaleznosé Ty — Xy € f(a7b] GodZ,

dla dowolnych 0<a<b<1, to dla dowolnego ¢ > 0 istnieje taka para procesow
RV—-cadlag (g, h), bedacych selektorami procesu wielowarto$ciowego G, Ze

sup ||zy — xg — / (g,h)0dZ|| 2 <e.
(0,2]

tel

Dowdd. Ustalmy dowolny € > 0. Z zalozenia, ze Z jest (F,H)-odwracalnym se-
mimartyngatem wynika, ze Z jest F-semimartyngatem oraz Z jest H-semimar-
tyngalem. Korzystajac z Fundamentalnego Twierdzenia dla Lokalnych Martyn-

galéw, (Twierdzenie 1.13), kazdy F-semimartyngal Z jest rozktadalny na sume
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7 = N' + Al w taki sposob, ze skoki lokalnego F-martyngatu N' moga by¢ ogra-
niczone przez stala € (6 ¢y ||m|s=)"'. W podobny sposéb dla H-semimartyngatu
Z skoki lokalnego H-martyngatu N2 z rozkladu Z = N? + A% mozna ograniczy¢
przez € (12 co ||| s )7 .

Poniewaz z, — x, € f(a,b] G o dZ dla dowolnych 0 < a < b < 1, wiec istnieja

RV-cadlag i (F, H)-odwracalne selektory g z G takie, ze
Ty — T = 1/2 (/ gt~ Z +/ g“td*Z).
(a,b] (a,b]

Korzystajac z catkowej dekomponowalnosci procesu x wnioskujemy, ze istnieja pro-

cesy u oraz v takie, ze x = u + v oraz dla dowolnych 0 <a <b <1
Up — Ug = 1/2 / gd=Z, vy — v, =1/2 / g*td Z.
(a,b] (a,b]

Zdefiniujmy cigg zmiennych losowych w nastepujacy sposéb

TO == 0,
_ . 1 A7l \1/2 1 -1

Tyy1 = inf{t > Ty : (/ d[N*,N'|,) —l—/ |dA;| > € (6 co ||m| se)

(Tkut] (Tkvt]
lub |uy — ug,| > €/6},

So =0,

Sky1 = inf{s > Sj : (/ d[N?, N?],)Y/? +/ |dA2| > € (12 ¢, ||| goe )
(Skvs} (Sk,S}

lub |1~13 — ,{]Sk| > 6/12}.

Proces Z jest F-semimartyngatem, natomiast z okreslenia procesu v wynika, ze jest
on F-adaptowalnym procesem oraz ug € Fy. Otrzymujemy wiec, ze ciag {7 x>0
jest ciagiem F—czasow zatrzymania rosnacych do 1, ([33]).

Korzystajac ze Lematu 3.10 otrzymujemy, ze

Vg — Vs = V(1—)— — V(1—s)— = —/

[1—t,1-s)

g otz = / gtz (3.2)
(s,

1=s.1- jost H-adaptowalnym procesem, Z jest H-semimartyngatem oraz

Poniewaz g
U = v1 € Hy, wiee ciag {Si}i>0 jest ciagiem H-czaséw zatrzymania, ktory rosnie

do 1.
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7 Twierdzenia 3.17 wynika, ze dla dowolnych £ = 1,2, ... istniejg takie selektory
¢* z G, bedace F-adaptowalnymi procesami RV-cadlag, ze

lur, —ug,_, —1/2 / g% dZ. |2 < e€/6-27F

(Th—1,T}]

W podobny sposéb dla dowolnych [ = 1,2, ... mozemy wybra¢ takie selektory hlz
G, bedace H-adaptowalnymi procesami RV—cadlag, ze

|0g, — ¥s,_, —1/2 / R _dZ. ||z < e€/12-270.
(Si—1,51]
Zdefiniujmy teraz procesy

9= 6" T my+ (0" Ty myi- Ly,

k>1 k>1
b= R s+ (D sy Ty,
>1 >1

Zauwazmy, ze g oraz h sa procesami RV-cadlag. Ponadto g; jest F;-mierzalnym
procesem, podczas gdy hy = (hy)™ jest Hy_,-mierzalnym procesem. Korzystajac z

Lematu 3.6 dostajemy, ze
sup ||l — xo — / (g9,h) o dZ|| 2
0<t<1 (0,4]

= sup ||(us —uo) + (ve —vg) — 1/2 / gd~Z —1/2 / hd* Z|| 12
(0,t] (0,t]

0<t<1
< swp Jw—w) =112 [ iz
0<t<1 (0,4]

+ sup ||<Ut—1)0)—1/2/ hd+Z||L2 :Il—l-fg.
0,t

0<t<1 (0,1]

Rozwazmy powyzsze sktadniki oddzielnie.

h=sw s =) =12 [ gedzi

k>1 Ty <t<Ty (0,¢]

<sup sup |up —ug,_,[|p2 +sup sup | 9r—dZ:| 12
k>1 Tjo_q <t<Tj k21 T 1 <t<Typ  J (Tj_1,t]
k—1
+sup | Y (ur, —ur,_, —1/2 / GrdZ) |12 = J1 + Jo + Js.
k22 5o (Ti-1,T3)
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Z okredlenia czasu zatrzymania T}, otrzymujemy, ze dla dowolnych k = 1,2, ... oraz

prawie wszystkich w € ), J; < €/6. Z kolei
LESH[}%mnhMﬂﬂL%2§@H[}%mnhﬂﬂﬂwb2
0, 0,
Scmyz]n»_mnlﬂ@ﬁ&zmﬂsuawmmm-w[}nakmmﬂmaww
0,- 0,

< cof|m|[ge - ||</ d[N', N'],)/? +/ |dAL||| 2 < €/6.
(kalvt]

(Th—1,t]
J5 < llug, —un,, —1/2 / Gr dZ, |12 < /6 527 = ¢f6,
i=1 (Ti-1,T3] i—1
co wynika z faktu, ze g, = g*_ na przedziale (T}_1, T}]. W ten sposéb dostajemy,
ze I < ¢€/2.
Rozwazmy teraz sktadnik I5.

Oznaczmy przez y == (0—09—1/2 || 0.] BT,dZT). Stosujac dla H-czasu zatrzymania

S;, L=1,2,... to samo rozumowanie, co w przypadku sktadnika [, otrzymujemy
sup lyellz = sup ||, — @ — 1/2 / ho dZ. || < ¢/A. (3.3)
0<t<1 0<t<1 (0,]

Ponadto

L= s =) =12 [ na* 2
t

0<tL1 (0,¢]

0<t<1

— sup i — B — 1/2 /[ ) A
1—t,

<lor =t 1/2( hedZor| (3.4

)

+sup -~ a0 1/2( [ fedZo)ay- e
(0"]

0<t<1

= |lyi-llze + sup llya—n—llzz <2 sup [lya—o-|lze-
0<t<1 0<t<1

Wybierzmy dowolne ¢ € (0,1] oraz dowolny ciag {t,}, t, T t, n — oo. Otrzy-
mamy wtedy, ze y;— (w) = limg, 4 ys, (w), co oznacza, ze y, zbiega punktowo do y;_.
Poniewaz dla dowolnych ¢, y;, jest calkowo ograniczone przez €/4, wiec korzys-

tajac z Twierdzenia o Zmajoryzowanej Zbieznosci, (Twierdzenie 1.15), dostajemy
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dla dowolnych ¢ € (0, 1]

lye—llzz = lim Jlye, |2 < e/4. (3.5)

Z uwagi na to, ze yo— = Yo, a takze uwzgledniajac nieréwnosci (3.4), (3.3) oraz

(3.5) otrzymamy

I, <2 sup ||ya—y-|lzz =2 sup ||ys—||zz =2 sup lim |y, |2 < €/2.
0<t<1 0<s<1

0<s<1tnTs
Zatem
sup ||zy — xo —/ (g,h)odZ||2 <1 + I <,
0<t<1 (0,¢]
co konczy dowod twierdzenia. ]
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Rozdziat 4

Wilasnosci zbioru rozwigzan

inkluzji stochastycznych

W rozdziale tym przedstawione zostang pewne zastosowania uzyskanych wczesniej
wynikow do teorii inkluzji stochastycznych.

W pierwszej czedci rozdziatu pokazemy, jak twierdzenie o przechodzeniu z od-
legtoscia Hausdorffa pod znak calki stochastycznej, (Twierdzenie 2.11), mozna
wykorzysta¢ do badania wtasnosci inkluzji stochastycznej typu [to wzgledem F—
semimartyngatu. Pierwszy z przedstawionych wynikéw, (Twierdzenie 4.3), pokazuje
niepusto$¢ zbioru rozwigzan takiej inkluzji przy zalozeniu warunku Lipschitza
dla multifunkcji F oraz S*-catkowej ograniczonosci dla procesu F(z). Pokazana
zostanie takze ograniczonos¢ zbioru rozwiazan tej inkluzji, (Twierdzenie 4.4).

Druga czesé rozdziatu jest konsekwencja tez zawartych w rozdziale trzecim. Po-
kazany tu zostanie stochastyczny odpowiednik Lematu o Reprezentacji Catkowej,
znanego w teorii inkluzji deterministycznych, ([3] Lemat 2.1.1). Dla catki Aumanna
twierdzenie selekcyjne zostalo po raz pierwszy udowodnione przez A. Fryszkowskie-
go w pracy [15]. M. Kisielewicz w pracy [22] badal te wtasnosé dla wielowartos-
ciowej calki typu Ito wzgledem procesu Wienera i Poissona, natomiast J. Motyl
w pracy [30] uzyskal podobny wynik dla wielowartosciowej calki stochastycznej

typu Ito wzgledem semimartyngatu. Twierdzenie 4.5 ma podobny charakter, ale
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dotyczy wielowartosciowej catki stochastycznej typu Stratonowicza zdefiniowanej w
rozdziale trzecim. Jego dow6d nawiazuje do idei zawartej w pracy [30], przy wyko-
rzystaniu definicji i wlasnosci zamieszczonych w rozdziatach drugim oraz trzecim.

W konicowej czesci rozdziatu pokazano w jaki sposob otrzymany rezultat moze

byé¢ pomocny w badaniu wlasnosci inkluzji stochastycznej typu Stratonowicza.

Niech I = [0,T] bedzie domknietym przedzialem w R,. Niech dana bedzie
zupelna przestrzen probabilistyczna (£2, F,F, P). Niech Z € H*, Z, = 0, nato-
miast F': I X R™ — clconv(R™) bedzie multifunkcja mierzalna wzgledem o—algebry
borelowskiej na I x R".

Symbolem L*(I x Q;R™) oznaczamy przestrzen proceséw stochastycznych o
wartosciach w R, z norma ||z || r2(rxqrn) = (E fOT |2, |2dt) /2.

S%(I; L?) oznaczaé bedzie przestrzen F-adaptowalnych proceséw cadlag o war-
todciach w przestrzeni L?. Przestrzen te bedziemy rozwazaé¢ wraz z normg ||z||s: =
| suyer [l

Dla dowolnych = € S%(I; L?) oraz multifunkcji F, symbolem F(z), oznaczamy

wielowartosciowy proces F-przewidywalny (F (¢, z4(w)))eer-

Definicja 4.1 Niech x € S*(I; L?). Wielowartosciowy proces stochastyczny F(x)
jest S%-calkowo ograniczony, jezeli istnieje taki rzeczywisty proces m € S%(I; L?),

ze dla dowolnych x € S*(I; L?) oraz t € I, H(F(t,z;),{0}) < ms.

Niech x € S%(I; L?) oraz Z € H*. Jezeli proces F(x) jest S?-catkowo ograni-
czony, wowczas zbior selektorow Sg2 (F'(x)) jest niepusty w S?(I; L?). Wynika to z
Twierdzenia 2.1.

Dla dowolnych s, ¢ € I, s < t, wielowarto$ciowa catka stochastyczna, (Definicja 2.3),
fst F(7,2,)dZ, jest zbiorem niepustym. Wynika to z niepustosci zbioru selektorow

Ss2(F(x)) i ciaglosci odwzorowania Jz, (komentarz pod Definicja 2.4).

Definicja 4.2 Dla dowolnego jednowymiarowego F-semimartyngatu Z z przes-
trzeni H>, Zy = 0, oraz s,t € I, s < t, rozwazamy nastepujaca inkluzje stochas-

tyczng
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Ty — Ty € cle(f; F(r,2,)dZ,) (ST)

7z warunkiem poczatkowym zg = £ € L*(Q, Fo, P;R"™).
Proces x € S*(I; L?) jest rozwiagzaniem inkluzji (SI), jezeli xo = £ oraz dla dowol-

nych s,t € I, s < t, zmienna losowa x; — xs nalezy do zbioru
clpz ([ F(1,2,)dZ.).
Zbiér wszystkich rozwiazan inkluzji (SI) oznaczamy jako
T (&) = {x € S*(I; L*) : = jest rozwigzaniem (SI)}.

Multifunkcja F' spelnia warunek Lipschitza, jezeli istnieje taka stata D, ze dla

dowolnych t € I oraz x,y € R™ zachodzi
H(F(t,z), F(t, ) < Dlz — y|.

Twierdzenie 4.3 Niech Z bedzie jednowymiarowym F—-semimartyngatem z przes-
trzeni H®, Zy = 0, oraz v € S*([;L?). F : I x R" — cl conv(R") niech bedzie
multifunkcjq spetniajgcqg warunek Lipschitza, natomiast F(x) niech bedzie procesem
S%_catkowo ograniczonym. Wtedy dla dowolnego & € L*(Q, Fy, P;R™) zbiér T (£)

rozwigzan inkluzji (SI) jest zbiorem niepustym.

Dowdéd. W dowodzie wykorzystamy Twierdzenie Covitza-Nadlera, (Twierdzenie
1.7).

Dzielimy przedziat I punktami posrednimi 0 =ty <t < ... <t, 1 <t =T.
Niech ¢, = (Lt,l d[N, N])? + j;til |dA,|, dla i = 1,...,k, gdzie Z = N + A
jest rozktadem kanonicznym F-semimartyngatu Z, rozpatrywanym na przestrzeni
[ti—1,t;] x Q. Punkty ¢; dobieramy tak, aby

Desl|cy ||~ < 1.

Skonstruujemy najpierw rozwiazanie inkluzji (SI) na przedziale [0,¢;]. Dla do-

wolnych £ € L*(Q, Fy, P;R™) oraz x € S*([0,t1]; L*) okreslamy odwzorowanie T

wzorem
Nx)={y: =&+ /t fr_dZ,, gdzie f € Sg2(F(x)), dla (t,w) € [0, ;] x Q}.
0
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Pokazemy, ze I' : §2([0,t,]; L?) — 25700117,
Niech x € S%([0,t]; L?) bedzie dowolne. Z S*-catkowej ograniczonosci procesu
F(z), (Definicja 4.1), oraz Twierdzenia 2.1 wynika, ze I'(z) jest zbiorem niepustym.
Z definicji odwzorowania I', dowolny proces y € I'(z) mozna przedstawi¢ w
postaci y; = £ + f(f fr—dZ., dla pewnych f € Sg2(F(z)) na [0, 1] x €.
Poniewaz x € S%([0,t1]; L?), a &€ = xo, wiec € € S?([0,t,]; L?).
Z Twierdzenia 1.10 catka [ f,_dZ, jest F-semimartyngatem, wiec takze F-adap-
towalnym procesem cadlag. Dostajemy wiec, ze y, jako suma F-adaptowalnych
procesow cadlag o wartodciach w przestrzeni L?, jest réwniez F-adaptowalnym
procesem cadlag o wartosciach w przestrzeni L?. Zatem y € S?([0,4,]; L?).

Pokazemy teraz, ze [|y||s2 < 0o.

lyllse = i€ + / frdZ, s < |lElse + | / frdZ, s

Poniewaz & € S%([0,t1]; L?), wiec ||€]|sz < oo.
Rozpatrzmy drugi ze sktadnikow. Korzystajac z Twierdzenia 1.16 oraz Nieréwnosci

Emery’ego, (Twierdzenie 1.17), dostajemy

H/ﬁﬂﬁhﬁ@ﬂ/ﬁJZMﬁﬂﬂﬂﬂﬂhwS®W%ﬂﬂhw<w

Zauwazmy, ze ||Z]||ge < ||cy|lr~ w przypadku, gdy Z = N + A jest rozktadem
kanonicznym F-semimartyngatu Z, rozpatrywanym na przestrzeni [0,%;] x Q. W

rezultacie otrzymalismy, ze
1ylls2 < [I€lls2 + e2llezllzeIml]s2 < oco. (4.1)

co oznacza, ze I': S2([0,¢1]; L?) — 257(001:L%),

Poniewaz zbiér I'(x) nie musi by¢ zbiorem domknietym w sensie normy || - || 2
w przestrzeni S?([0,¢1]; L?), nie sg wiec spelnione wszystkie zatozenia Twierdzenia
Covitza-Nadlera.

Rozwazmy zbidr clgz(I'(x)), bedacy domknieciem w sensie normy || - ||s2 zbioru
I'(z) w przestrzeni S%([0, t1]; L?). Zbior ten jest niepustym, ograniczonym i domknie-

tym podzbiorem w przestrzeni S*([0, ¢;]; L?).
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Pokazemy, ze odwzorowanie x — clg2(I'(x)) jest kontrakcja wielowartosciowa
w przestrzeni S%([0,t1]; L?).
Niech v i v bgda dowolnymi elementami przestrzeni S?([0,t]; L?). Chcemy

pokazaé, ze istnieje stata K € [0,1) taka, ze zachodzi nier6wnosé
H52(Cl52 (F('U,)), 0152 (F(U))) S KHU — 1)”52.

W tym celu dla dowolnego y € clg2(I'(u)) bedziemy szacowaé distgz(y, clg2(T'(v))).
Pokazemy, ze dla dowolnego y € clg2(I'(u)) istnieje § € clg2(I'(v)) taki, ze

ly = 9lls2 < Kllu—vl|s2.

Niech y bedzie dowolnym elementem zbioru clg2(I'(w)). Dla dowolnego € > 0
istnieje proces g € I'(u) taki, ze ||y — gl/s2 < €. Z definicji zbioru I'(u) proces ten
mozna przedstawi¢ w postaci ¢, = £ + fot fr—dZ, dla pewnego f € Ss2(F(u)) na
0,21] x €2

7 Twierdzenia Filipowa, (Twierdzenie 1.6), wynika, ze istnieje f € Sg2(F(v))

takie, ze
|f(t,w) — f(t,w)| < dist(f(t,w), F(t,v(t,w))) + e, (4.2)

dla dowolnego t € [0, ;] i prawie wszystkich w € Q.
Niech g, = £ + fot fr_dZ. dla t € [0,t]. Z definicji zbioru I'(v) otrzymujemy, ze
y € I'(v).

Oszacujemy odlegto$é¢ miedzy y a § w przestrzeni S?([0,¢,]; L?).

Korzystajac z zaleznosci (4.1) dostajemy, ze

T =Ny =5l < Iy = s + 15— sl < e | [ (- = FdaZels

< e+ eollegll |l f = flls2 = €+ calleg || S[up} |fe = filll 2.
te[0,t;

Poniewaz dla dowolnego f € F(u),
dist(f(t,w), F(t,v(t,w))) < H(F(t,u), F(t,v)),
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dla kazdego t € [0, ¢;] i prawie wszystkich w € , wiec z warunku (4.2) otrzymujemy

J < et ealleglloel sup (H(F(w), F(t,v)) +€)l|Le.

te[0,t1]

Korzystajac z warunku Lipschitza dla multifunkcji F' dostajemy, ze

J < e+ eallegllrell sup (Dlue —ve| + €)1z
t€(0,t1]

< e+ Deallegllrell sup fur — velllze + ealleg|lze
tel0,t1]
< Deallegl|zollu — vlls2 + €1,
gdzie €1 = (ca]|ch ||z + 1)e. Otrzymalismy wiec, ze istnieje stata K = Dcy||cy || po-,
ktéra nie zalezy od wyboru procesu y ze zbioru clgz2(I'(u)). Zatem

lye — Tellsz < Kllu — vl|s2 + €1

Poniewaz € > 0 byl dowolny, wiec odlegto$¢é dowolnego elementu y € clg2(I'(u))

od zbioru clgz(I'(v)) jest okreslona zaleznoscia
distg2(y, clg2(F'(v))) < K||u — v||s2.
W rezultacie dostajemy, ze
Hgz2(clg2(I'(u)), cls2(I'(v))) < Kllu — v]|s2.

Otrzymana stata K = Dcyl/ch ||~ jest liczba nieujemna mniejsza od 1, co oz-
nacza, ze odwzorowanie clg2(I") jest kontrakcja wielowartoSciowa w przestrzeni
S2([0,t1]; L?).

Z Twierdzenia Covitza-Nadlera wnioskujemy, ze istnieje proces y € S?([0, t,]; L?)

taki, ze y € clg2(I'(y)). Dla dowolnego € > 0 mozna wybraé y¢ € I'(y) taki, ze

Iy — v lls> <
Z definicji zbioru I'(y) istnieje f¢ € Ss2(F(y)) takie, ze yi = € + fot fe dz, dla

dowolnego t € [0, ¢;]. Mamy wiec

t
| sup |yt—(§—|—/ £ dz )|l < e.
0

tel0,61]
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Stad dla dowolnego ¢ € [0, 1] otrzymujemy

lye — (€ + / fEdZ) e < e (4.3)

Aby proces y byt rozwiazaniem inkluzji (SI) na przedziale [0, ¢;] musimy pokazadé,
ze Yy — Ys € clLa(f: F(r,y;)dZ;), dla dowolnych s,t € [0,t], s < t.
Z zaleznosci (4.3) dostaniemy, ze dla dowolnych s,t € [0,¢], s <t

t s t
e — g — (€ + / fedz, —¢— / £ dZ e = llye —ye — / oz < e
0 0 s

Wobec dowolnosci € > 0 mamy
t
Yt — Ys € cle(/ F(r,y;)dZ,), dla s, t € [0,11], s <t.

Niech i = 2. Zmieniajac przedzial [0,¢;] na [t1,ts] oraz punkt poczatkowy
konstruowanego rozwiazania £ na y;,, w podobny sposéb otrzymamy proces y €
S%([t1, t2]; L?). Dla tego procesu przy dowolnym € > 0 istnieje f¢ € Sg2(F(y)) takie,

ze dla dowolnego t € [ty,ts], zachodzi zaleznosé

lye — (ye, /f dZ;) ||z < e.

Nieréwno$é ta oznacza, ze dla dowolnych s,t € [t,ts], s < t, y jest elementem

domkniecia w sensie normy L? zbioru

t
/ F(r,y,)dZ,,

czyli y jest rozwigzaniem inkluzji (SI) na przedziale [tq,ts].
Powtarzajac konstrukcje dla ¢ = 2,3, ..., k—1, i przyjmujac punkt poczatkowy
réwny y;,, otrzymamy rozwiazania inkluzji (SI) na przedziatach [¢;,¢;,1].
Poszukiwanym rozwiazaniem inkluzji (SI), dla s,¢ € I, s < t, bedzie zlozenie

rozwiazan na przedziatach [t;,t;11],7=0,1,...,k — L. |
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Twierdzenie 4.4 Niech Z bedzie jednowymiarowym F-semimartyngalem z przes-
trzeni H®, Zy = 0 oraz v € S*(I;L*). F : I x R" — cl conv(R™) niech bedzie
multifunkcjq spelniajgcqg warunek Lipschitza, natomiast F(x) niech bedzie procesem
S?-catkowo ograniczonym. Wtedy dla dowolnego & € L*(Q, Fo, P;R™) zbidr T ()

rozwigzan inkluzji (SI) jest zbiorem ograniczonym w przestrzeni L*(I x Q;R™).
Dow6d. Dla dowolnych & € L*(Q, Fy, P;R"), z € T(€) oraz t € I z warunku
Ty € €+ clpa / ' F(ra)dZ,)
0
wynika, ze dla dowolnego € > 0 istnieje f* € F(x) takie, ze spelniona jest nier6wnosé
e — T2 <,

gdzie T jest postaci T; = & + fot fidz,.

Zauwazmy, ze dla dowolnego Z z zaleznosci (4.1) dostajemy, ze
[Z]ls2 < [[€lls> + callezll=Iml|s2 = K < oo,

gdzie ¢z = ([} d[N,N].)"2+ [ |dA,|, dlai = 1,...,k oraz Z = N+ A jest rozkla-
dem kanonicznym F-semimartyngatu Z, rozpatrywanym na przestrzeni [0, 7] x .

Poniewaz dla dowolnego t € [
[Zel[ L2 < [[sup [Ze|l|2 = [1Z]ls2,
tel

wiec w rezultacie otrzymujemy, ze ||Z||2 < K < 0.
Ostatecznie dostaniemy, ze dla dowolnych & € L?(Q2, Fo, P;R"), z € T (§) oraz

t € I zachodzi zaleznosé
||ZL't||L2 S ||ZI7t — jt”[ﬂ —|— HthLQ < € + K < 0.
Poniewaz
T T
el = (B [ o = ([ i) < T+ K) <o
0 0

gdzie state T oraz K nie zaleza od wyboru rozwiazania x, wiec zbior 7 (£) rozwiazan

inkluzji (SI) jest ograniczony w przestrzeni L*(1 x Q;R"). n
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W drugiej czesci rozdziatu przedstawione zostanie twierdzenie selekcyjne bedace
stochastycznym odpowiednikiem Lematu o Reprezentacji Calkowej, ([3] Lemat
2.1.1), dla wielowartosciowej calki stochastycznej typu Stratonowicza. Twierdzenie
to stanowi pierwszy krok w kierunku badan wtasnosci zbioru rozwigzan inkluzji
stochastycznej typu Stratonowicza. W dowodzie tego twierdzenia wykorzystano
idee z pracy [30] oraz definicje 1 whasnosci z rozdzialéw drugiego i trzeciego.

Niech I bedzie, podobnie jak w rozdziale trzecim, przedziatem [0, 1].

W nastepnym twierdzeniu rozwaza¢ bedziemy procesy, ktorych definicje znaj-

duja sie w rozdziatach drugim oraz trzecim.

Twierdzenie 4.5 Niech Z bedzie (F,H)-odwracalnym semimartyngatem naleig-
cym do przestrzeni H*, Zy = 0, G niech bedzie calkowo ograniczonym przez pro-
ces m (F,H)-odwracalnym procesem wielowartosciowym, lewostronnie cigglym w
punkcie t = 1, o wartosciach w przestrzeni comp conv(R"™). Jezeli dla catkowo
dekomponowalnego procesu RV-cadlag x zachodzi zaleznosé

Ty — Tq € f(a,b} GodZ,
dla dowolnych 0 < a < b < 1, to istnieje para proceséw stochastycznych (g, h)

taka, zZe g € clp2 Sz(G-), he clLQZSZ(@_) i dla dowolnego 0 < t < 1 spelniona jest
rownosc

a:t:x0+1/2/

9-dZ. —1/2 / iLTdZT prawie na pewno.
(0,¢]

[1—t,1)
Dowdd. Poniewaz dla dowolnych 0 < s <t <1, x;—x4 € f(s q GodZ, wiec istnieja
RV-cadlag i (F, H)-odwracalne selektory ¢*' € G takie, ze

Ty — T = / g¥t o dZ.
(s,1]

Z Lematu 3.5(ii) oraz calkowej dekomponowalnosci procesu x otrzymujemy, ze
istnieja procesy RV—cadlag u,v takie, ze uy € Fo, v1 € Hp, © = u + v oraz dla
dowolnych 0 < s <t <1

up —us = 1/2 / g>td~ 7
(s:]

Vp — Vg = 1/2/ g>td* 7.
(s:]
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Korzystajac z Lematu 3.7 oraz zaleznosci (3.2) z dowodu Twierdzenia 3.19, dla

dowolnych 0 < s <t <1

up — g = 1/2 / ¢tdz,,
(s,1]

By — 0y = 1/2 / [ VA
(s,

Z definicji wielowarto$ciowej catki stochastycznej typu Ito, (Definicja 2.3), dosta-

jemy ¢*' € Sz(G_), g5 € S;(G_) oraz

/ ¢tdz, € / G,_dZ,,
(s,t] (s,t]

/ gz, e / Gr_dZ..
(st] (st]

7 zalozenia, ze Z jest (F,H)-odwracalnym semimartyngalem z przestrzeni H>
wynika, ze Z jest F-semimartyngalem z przestrzeni H? oraz Z jest H-semimar-
tyngalem z przestrzeni H>.
Z okreslenia proceséw wu i v wnioskujemy, ze u jest F-adaptowalnym procesem RV-
cadlag oraz ug € Fy, natomiast v jest H-adaptowalnym procesem RV-cadlag oraz
Uy = v1 € Hp.
Poniewaz G_ jest F-adaptowalnym procesem RV-caglad, jest wiec F—przewidywal-
ny, podobnie G_ jako H-adaptowalny proces RV-caglad jest H-przewidywalnym
procesem.

Mamy wiec spelnione wszystkie zatozenia Twierdzenia 1.9 dla proceséow u i ©
okreslonych, odpowiednio, na przestrzeniach (2, F,F, P) oraz (Q, F,H, P).

Korzystajac z tezy tego twierdzenia istnieja procesy g, h takie, ze g € clpz Sz(G-),
he CZLESZ(G_) oraz dla dowolnych ¢ € (0, 1]

up = up + 1/2 /( | g-dZ,  prawie na pewno,
0,t

Oy = Do+ 1/2 / h,dZ, prawie na pewno.
(0,1]
Obliczajac granice lewostronng z ¥y, mamy dla dowolnych ¢ € [0, 1]

Oy =T+ 1/2 / h,dZ,  prawie na pewno.
(0,t)
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Ponadto
Vg = V(1—y)— = Vo + 1/2 / ﬁTdZT prawie na pewno.
(0,1—t)

Poniewaz x = u + v, zatem dla dowolnych ¢ € (0, 1]

Ty = U+ U = U+ U — Vg + Vo = U + V(1—g)— — V1— + Vo

=y +1/2 / 9-dZ, 4 Ty +1/2 / hedZ, — g —1/2 / hedZ, + vy
(0,¢] (0,1—1) (0,1)

IUO+Uo+1/2/

9-dZ. —1/2 / h.dZ,,
(0.]

[1—t,1)

co nalezato pokazac. |

Udowodnione twierdzenie pozwala uzyskaé réwnowaznosé dwoch definicji roz-
wigzania inkluzji stochastycznej typu Stratonowicza. W przypadku réwnan sto-
chastycznych typu Stratonowicza takiego problemu nie ma, gdyz definiuje si¢ roz-
wigzania w nastepujacy sposob:

Proces x jest rozwigzaniem réwnania
t
Ty :xo+f0 flz)odZ,, tel,

jezeli dla dowolnych ¢t € I powyzsza réwnos¢ zachodzi prawie na pewno.
W przypadku wielowartosciowym mamy dwie mozliwoséci roznych definicji roz-
wigzania.

Niech G bedzie multifunkcja i niech dana bedzie inkluzja stochastyczna

Ty € X + fg G(z,)odZ,, tel. (SSI)

Definicja 4.6 Proces = jest rozwiazaniem inkluzji (SSI), jezeli dla dowolnych
s,t € I, s < t, zmienna losowa x; — x4 jest elementem zbioru zmiennych losowych

okreslonych wielowartosciows catka stochastyczng f; G(z,) o dZ,, tzn.
Ty — x5 € fst G(z,)o0dZ,.

45



Definicja 4.7 Proces = jest rozwiazaniem inkluzji (SSI), jezeli istnieje taki Z-—
catkowalny w sensie Stratonowicza proces g, ze dla dowolnego t € I, g, € G(xy)

oraz
vy = w9+ [y g 0 dZ;.

Definicja 4.6 jest podobna do definicji rozwigzania przyjetej dla réwnania sto-
chastycznego. W badaniach inkluzji stochastycznych typu Ito uzywa sie obu de-
finicji. Pierwsza z nich byta stosowana przez M. Kisielewicza w [22], druga np.
przez T.N. Kraveca w [26], N.U. Ahmeda w [1], J. Motyla w [29]. E.P. Avgerinos i
N.S. Papageorgiou w pracy [6] badali inkluzje losowa, ktérej rozwiazania okreslono
przy pomocy kombinacji obu powyzszych definicji. Definicja 4.6 jest wygodniejsza
w przypadku badan zbioru rozwigzan prowadzonych przy pomocy wlasnosci mul-
tifunkcji G zaleznych od metryki Hausdorffa. Definicja 4.7 jest uzyteczniejsza w
przypadku badan problemoéw bazujacych na metodach selekcyjnych.

Z powyzszych definicji wynika, ze jezeli x jest rozwiazaniem inkluzji (SSI) w
sensie Definicji 4.7, to jest takze rozwiazaniem w sensie Definicji 4.6. W teorii deter-
ministycznych inkluzji rézniczkowych implikacja odwrotna jest znana jako Lemat
o Reprezentacji Catkowej, ([3] Lemat 2.1.1), i jest konsekwencja wtasnosci selek-
cyjnych calek wielowarto$ciowych. Dla catki Aumanna wtasnos¢ taka udowodnit A.
Fryszkowski w pracy [15]. M. Kisielewicz w pracy [23] rozpatrywal podobny prob-
lem dla wielowarto$ciowej catki stochastycznej typu [to wzgledem procesu Wienera
i Poissona, natomiast J. Motyl w [30] wykazal taka wtasno$¢ dla wielowartosciowej
calki stochastycznej typu Ito wzgledem semimartygatu.

Uzyskany w Twierdzeniu 4.5 rezultat pozwala na badanie wtasnosci inkluzji
stochastycznych typu Stratonowicza. Nie trzeba przy tym ograniczac sie do jednej
metody badawczej, np. tylko metod selekcyjnych, czy tez tylko technik zwigzanych

z odlegtoscig Hausdorffa. Uzyskane twierdzenie pozwala na korzystanie z obu metod.
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